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Аннотация
Рассматривается класс сингулярно возмущенных дифференциальных систем, описывающих динамику многозвенного
робота-манипулятора с упругими сочленениями в условиях слабой диссипации. Устанавливается существование замены
переменных, осуществляющей разделение быстрых имедленных составляющих движения. Расщепляющее преобразование
строится в виде асимптотического разложения по степеням малого параметра. Декомпозиция исходной разнотемповой
системы на подсистемы меньшей размерности позволяет упростить задачи управления роботом.
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1. Введение
Исследование динамики многомерных робототехнических систем и решение задач управления такими системами
сопряжено с трудностями, обусловленными наличием разнотемповых составляющих движения.
Для описания динамики многозвенного робота-манипулятора с упругими сочленениями в условиях слабой диссипации
используется класс сингулярно возмущенных квазиосциллирующих систем. Особенностью рассматриваемого класса си-
стем является то, что для них не выполнены условия классической теоремы А.Н.Тихонова, что осложняет решение задач
анализа и управления. В связи с этим актуальной становится проблема декомпозиции модели с выделением "быстрой"и
"медленной"подсистем.
Для решения данной задачи предлагается использовать идеи метода геометрической декомпозиции [1- 8], базирующе-
гося на теории интегральных многообразий медленных и быстрых движений и использующего приемы асимптотических
методов анализа. В работе обсуждаются особенности применения предлагаемого подхода для рассматриваемого класса
систем и возможность использования медленной подсистемы в качестве редуцированной модели. Устанавливается суще-
ствование расщепляющего преобразования, позволяющего производить декомпозицию исходной системы. Расщепляющее
преобразование эффективно строится в виде асимптотического разложения по степеням малого параметра. Подобные
вопросы для других классов квазиосциллирующих систем рассматривались в работах [9-12].
2. Описание модели
Рассмотрим динамическую модель n-звенного манипулятора с упругими сочленениями. Каждое сочленение имеет при-
вод. Податливость i-oго кинематического сочленения моделируется пружиной кручения с линейной жесткостной харак-
теристикой при наличии демпфирования. Предполагается, что коэффициенты упругости пружин сочленений достаточно
большие величины одного порядка. Обозначим через q1i и q2i – углы, характеризующие положение звеньев манипулятора







Рис. 1. Звено манипулятора.
Уравнения, описывающие динамику робота, имеют вид [13–15]
D(q1) Üq1 + c(q1, Ûq1) + K(q1 − q2) + B( Ûq1 − Ûq2) = 0,
J Üq2 − K(q1 − q2) − B( Ûq1 − Ûq2) = u, (1)
гд  е координаты векторов q1 ∈ Rn и q2 ∈ Rn – углы, характеризующие положение звеньев манипулятора и роторов, соот-
ветственно D(q1) – матрица инерции звеньев, J – диагональная матрица инерции роторов, вектор c(q1, Ûq1) определяется
кориолисовой, центробежной и гравитационной составляющими, K = k diag(K̃1, . . . , K̃n) – диагональная матрица жестко-
сти связей. B = diag(B1, . . . , Bn) – диагональная матрица демпфирования. В качестве управляющих воздействий выступают
крутящие моменты.
Введем в рассмотрение малый параметр µ = 1/k. Тогда матрица K примет вид K = K = 1µ K̃ где K̃ = diag(K̃1, . . . , K̃n).
Заметим, что в работах [13, 14] при построении комбинированного управления предполагается, что Bj = B̃j/µ, или
Bj = B̃j/
√
µ, что означает наличие в системе достаточно большой диссипации. Это ограничение обеспечивает выполнение
условий теоремыА.Н. Тихонова об асимптотической устойчивости присоединенной системы и обеспечивает допустимость
использования порождающей системы в качестве редуцированной модели. В настоящей работе предполагается Bj = O(1) и
условия данной теоремы не выполнены. Тем не менее, удается обосновать существование притягивающего интегрального
многообразия медленных движений и алгоритм декомпозиции.
Введем переменные q = q1, z = k(q1 − q2). Получим систему вида
Üq = a1(q, Ûq) + A1(q)z + µA3(q) Ûz,
µÜz = a2(q, Ûq) − A2(q)z − µA4(q) Ûz + M2u, (2)
где
a1(q, Ûq) = a2(q, Ûq) = −D−1(q)c(q, Ûq), A1(q) = −D−1(q)K̃,
A2(q) = (D−1(q) + J−1)K̃, A3(q) = −D−1(q)B,
A4(q) = (D−1(q) + J−1)B, M2 = −J−1.
Произведем замену переменных x1 = q, x2 = Ûq, z1 = z, z2 = Ûz и перепишем систему (2) в виде
Ûx1 = x2,
Ûx2 = a1(x) + A1(x1)z1 + µA3(x1)z2,
µ Ûz1 = µz2,
µ Ûz2 = a2(x) − A2(x1)z1 − µA4(x1)z2 + M2u(t, x, µ). (3)
Будем рассматривать управляющее воздействие вида
u(t, x, ε) = u(0)(t, x) + µu(1)(t, x) + . . .
3. Интегральное многообразие медленных движений
В работе [16] получены условия существования интегрального многообразия медленных движений системы (3) вида
zi = hi(t, x, µ), i = 1, 2 (4)




i (t, x) + µh
(1)
i (t, x) + µ
2h(2)i (t, x) + . . . , i = 1, 2. (5)


















(a1(x) + A1(x)h1 + µA3(x)h2) =
= a2(x) − A2(x)h1 − µA4(x)h2 + M2u(t, x, µ),
hi = hi(t, x, µ)
и приравнивая коэффициенты при соответствующих степенях µ, можно определить h(j)i = h
(j)






























[a1(x) + A1(x)h(0)1 ] − A4(x)h
(0)



















Введем малый параметр ε = √µ, новые переменные y1 = z1, y2 = ε Ûy1 и перепишем систему (3) в виде
Ûx = f (x) + F(x)y,






































Интегральное многообразие медленных движений системы (6) примет вид






В окрестности интегрального многообразия (7) введем новые переменные w = x − v, s = y − h(t, x, ε) и рассмотрим
расширенную вспомогательную систему
Ûv = V(t, v, ε),
Ûw = W(t, v,w, s, ε),
ε Ûs = S(t, v,w, s, ε), (8)
где
V(t, v, ε) = f (v) + F(v)h(t, v, ε),
W(t, v,w, z, ε) = f (v + w) − f (v) + F(v + w)(z + h(t, v + w, ε)) − F(v)h(t, v, ε),
S(t, v,w, s, ε) = (P(v + w, ε) − ε ∂h(t, v + w, ε)
∂x
F(v + w))s.
Получены условия, при которых у системы (8) существует интегральное многообразие быстрых движений вида
w = εH(t, v, s, ε), (9)
где функция H может быть найдена в виде асимптотического разложения








V(t, v, ε) + ∂H
∂s
S(t, v, εH, s, ε) = W(t, v, εH, s, ε) (10)
Разлагая входящие в уравнение (10) векторные и матричные функции в ряды по степеням ε и приравнивая коэффици-






P(0)(v)s = W̃ (1)(t, v, s,H(0)),
W̃ (1)(t, v, s,H(0)) = W (1)(t, v, s) − ∂H
(0)
∂v






P(0)(v)s = W̃ (i)(t, v, s,H(0),H(1), . . . ,H(i−1)), i > 1. (11)
Представим функции H(i), W̃ (i) при достаточно малых s в виде асимптотических разложений
H(i)(t, v, s) =
∑
j≥1
H(i, j)(t, v, s), (12)
W̃ (i)(t, v, s,H(1), . . . ,H(i−1)) =
∑
j≥1
W̃ (i, j)(t, v, s).
Здесь H(i, j), W̃ (i, j) — векторные функции, компонентами которых являются формы j-го порядка координат вектора s. Из
соотношений (11) для определения коэффициентов форм H(i, j) получим линейные алгебраические системы.







Движение по интегральному многообразию (9) описывается "блочно-треугольной" системой
Ûv = V(t, v, ε),
ε Ûs = S(t, v, εH(t, v, s, ε), s, ε)s, (13)
Установлено, что замена переменных
x = v + εH(t, v, s, ε), y = s + h(t, x, ε), (14)
приводит рассматриваемую разнотемповую систему (6) к "блочно-треугольному" виду (13) с независимой медленной
подсистемой и быстрой подсистемой, описывающей гаснущие высокочастотные колебания. Установлено, что интегральное
многообразие медленных движений y = h(t, x, ε) обладает свойством притяжения. В связи с этим медленная подсистема
системы (13), описывающая движение на интегральном многообразии (7) , наследует важнейшие свойства исходной
системы и может рассматриваться в качестве редуцированной модели робота с упругими сочленениями при решении
широкого круга задач анализа и синтеза управляющих воздействий. Редуцированная модель имеет размерность вдвое
меньшую по сравнению с исходной и не содержит разнотемповых переменных. В работах [11, 17] редуцированные модели
использовались для решения задач управления и оценивания для однозвенного манипулятора.
5. Иллюстративный пример
Рассмотрим задачу управления двухзвенным манипулятором с упругими сочленениями. Динамика манипулятора опи-
сывается системой вида (1), где
D(q1) =
(
θ1 + θ2 + 2θ3 cos ϕ2 θ2 + θ3 cos ϕ2








θ1 = m1l2c1 + m2l
2
1 + I1, θ2 = m2l
2
c2 + I2, θ3 = m2l1lc2, θ4 = m1lc1, θ5 = m2l1, θ6 = m2lc2,
c(q1, Ûq1) = θ3 sin ϕ2
(





(θ4 + θ5) cos ϕ1 + θ6 cos(ϕ1 + ϕ2)
θ6 cos(ϕ1 + ϕ2)
)
,
mi – массы звеньев, ϕ1 – угол поворота первого звена относительно горизонтали, ϕ2 – угол поворота второго звена
относительно первого, li – длины звеньев, lci – расстояния до центров тяжести звеньев, Ii – моменты инерции звеньев [18].
Пользуясь изложенным выше алгоритмом произведем декомпозицию системы (1), порядок которой равен 8, выделив
независимую медленную подсистему четвертого порядка и быструю подсистему, описывающую затухающие высокоча-
стотные колебания. Построим управляющее воздействие с целью обеспечения перехода звеньев манипулятора в заданные
фиксированные положения. Для построения управляющего воздействия будем использовать редуцированную медленную
подсистему.
На pис. 2, 3 приведены графики изменения углов поворота звеньев манипулятора для следующих значений параметров
системы:
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Рис. 3. Угол поворота второго звена ϕ2(t).
Видно, что интегральные кривые исходной системы, характеризующиеся наличием гаснущих высокочастотных ко-
лебаний, приближаются к интегральным кривым редуцированной системы, которые в свою очередь, в соответствии с
заданным законом управления, приближаются к желаемым стационарным режимам.
6. Заключение
Применение метода асимптотической декомпозиции позволяет понизить размерность математической модели мани-
пулятора с упругими сочленениями и упростить задачу построения управляющего воздействия.
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